
32nd Indian National Mathematical Olympiad-2017

Time: 4 hours January 15, 2017

Instructions:

• Calculators (in any form) and protractors are not allowed.

• Rulers and compasses are allowed.

• All questions carry equal marks. Maximum marks: 102.

• Answer all the questions.

• Answer to each question should start on a new page. Clearly indicate
the question number.

1. In the given figure, ABCD is a square sheet
of paper. It is folded along EF such that A

goes to a point A′ different from B and C, on
the side BC and D goes to D′. The line A′D′

cuts CD in G. Show that the inradius of the
triangle GCA′ is the sum of the inradii of the
triangles GD′F and A′BE.

2. Suppose n ≥ 0 is an integer and all the roots of x3 + αx+ 4− (2× 2016n) = 0
are integers. Find all possible values of α.

3. Find the number of triples (x, a, b) where x is a real number and a, b belong to
the set {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} such that

x2 − a{x}+ b = 0,

where {x} denotes the fractional part of the real number x. (For example
{1.1} = 0.1 = {−0.9}.)

4. Let ABCDE be a convex pentagon in which ∠A = ∠B = ∠C = ∠D = 120◦

and side lengths are five consecutive integers in some order. Find all possible
values of AB +BC + CD.

5. Let ABC be a triangle with ∠A = 90◦ and AB < AC. Let AD be the altitude
from A on to BC. Let P,Q and I denote respectively the incentres of triangles
ABD, ACD and ABC. Prove that AI is perpendicular to PQ and AI = PQ.

6. Let n ≥ 1 be an integer and consider the sum

x =
∑

k≥0

(

n

2k

)

2n−2k3k =

(

n

0

)

2n +

(

n

2

)

2n−2 · 3 +

(

n

4

)

2n−4 · 32 + · · · .

Show that 2x−1, 2x, 2x+1 form the sides of a triangle whose area and inradius
are also integers.
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32व ँ भ रतीय र ्रीय गणित ओल पंिय ड – 2017 

समय:  4 घंट                                                                                                                                      जनवरी  15, 2017 

ननदेश : 

 किसी भी तरह िȯ  गणि (calculators) तथा चाȲदा (protractors) िȯ  रयोग िी अनुमतत नह Ȳ हȰ. 
 पȰमाना (ˡu˛eˡˢ) तथा परिार (c˞˜˟aˢˢeˢ) िȯ  रयोग िी अनुमतत हȰ.  
 सभी र्नं िȯ  अȲि एिसमान हं. अधिितम अȲि : 102. 
 सभी र्नं िȯ  उ्तर द जियȯ.  
 र्यȯि र्न िा उ्तर नए पȯि सȯ रारȲभ िीजियȯ. र्न रमाȲि ्प्ट Ǿप सȯ इȲधगत िीजियȯ. 

 

1. ददए हुए धचर मं ܦܥܤܣ एि वगाािार िागि हȰ. इसȯ ܨܧ िȯ  पररत: इस 
रिार मोड़ा िाता हȰ कि ܣ, ब Ȳद ुܤ तथा ܥ सȯ भभlन भुिा ܥܤ  पर ब Ȳद ुܣ′ पर आ िाता हȰ तथा ܦ, ब Ȳद ुܦ′ पर िाता हȰ. रȯखा ܦܥ , ′ܦ′ܣ िो ܩ 

पर िाटती हȰ. ददखाईयȯ कि बरभुि ܣܥܩ′ िी अȲत:बर्या बरभुिं ܨ′ܦܩ  

तथा ܧܤ′ܣ िी अȲत: बर्याओȲ िȯ  योग िȯ   रा र हȰ. 
2. मान ल जियȯ कि � ≥ Ͳ एि पूणांि हȰ तथा �ଷ + �� + Ͷ − ሺʹ × ʹͲͳ͸�ሻ = Ͳ िȯ  सभी मूल पूणांि हं. � िȯ  सभी सȲभाववत मान ञात िीजियȯ. 
3. उन सभी बरयुममं ሺ�, ܽ, ܾሻ िी सȲ्याएȲ ञात िीजियȯ जिसमं कि � एि वा्तववि सȲ्या हȰ तथा ܽ, ܾ 

समु्चय {ͳ,ʹ,͵,Ͷ,ͷ,͸,͹,ͺ,ͻ} सȯ इस रिार सȲ Ȳधित हȰ कि  �ଶ − ܽ{�} + ܾ = Ͳ 

िहाȱ {�} वा्तववि सȲ्या � िा भभlना्मि भाग हȰ. (उदाहरण िȯ  भलए {ͳ.ͳ} = Ͳ.ͳ = {−Ͳ.ͻ}. ሻ 

4. मान ल जियȯ कि ܧܦܥܤܣ एि उ्तल पȲचभुि (convex pentagon) हȰ जिसमं ∠ܣ = ܤ∠ = ܥ∠ = ܦ∠ =ͳʹͲ° हȰ तथा भुिाओȲ िी ल् ाई किसी रम मं पाȲच रमागत पूणांि (consecutive integer) हं. ܤܣ + ܥܤ + िȯ ܦܥ  सभी सȲभव मान ञात िीजियȯ. 
5. मान ल जियȯ कि ܥܤܣ एि बरभुि हȰ जिसमं ∠ܣ = ͻͲ° तथा ܤܣ <  ܥܤ सȯ ܣ ,ܦܣ मान ल जियȯ कि .ܥܣ

पर शी्ाल्  हȰ. मान ल जियȯ कि ܲ, ܳ तथा � रमश: बरभुि ܦܤܣ, िȯ ܥܤܣ तथा ܦܥܣ  अȲत:िंरं िो 
तनǽवपत िरतȯ हं. भसध िीजियȯ कि ܣ�, ܲܳ िȯ  ल् वत हȰ तथा ܣ� = ܲܳ. 

6. मान ल जियȯ कि � ≥ ͳ एि पूणांि हȰ. तन्न योग पर ववचार िीजियȯ � = ∑ ቀ �ʹ�ቁ�≥0 ʹ�−ଶ�͵� =  ቀ�Ͳቁ ʹ� +   ቀ�ʹቁ ʹ�−ଶ ⋅ ͵ +  ቀ�Ͷቁ ʹ�−ସ ⋅ ͵ଶ + ⋯  .  
ददखाइए कि ʹ� − ͳ, ʹ�, ʹ� + ͳ उस बरभुि िी भुिाओȲ िो  नातȯ हं जिसिा षȯरफल तथा अȲत:बर्या 
भी एि पूणांि हं. 
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